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APPROXIMATION FORTE POUR LES ESPACES
HOMOGE`NES DE GROUPES SEMI-SIMPLES SUR LE
CORPS DES FONCTIONS D’UNE COURBE
ALGE´BRIQUE COMPLEXE
par
J.-L. Colliot-The´le`ne
Re´sume´. — Sur un corps de fonctions d’une variable sur le corps des com-
plexes, l’approximation forte hors d’un ensemble fini non vide de places vaut
pour pour tout espace homoge`ne d’un groupe semi-simple simplement connexe.
En particulier l’approximation forte hors d’un ensemble fini non vide de places
vaut pour les quadriques affines lisses de dimension au moins 2 sur un tel corps.
L’approximation forte hors d’un ensemble fini de places ne vaut pas pour le
groupe multiplicatif.
Abstract. — Let K be the function field of a curve over the complex field.
Let X be a homogeneous space of a semisimple linear algebraic group over K.
Strong approximation holds for X outside any finite nonempty set of places of
K. Strong approximation fails for tori over K.
1. Introduction
Sur un corps de nombres, l’approximation faible, resp. l’approximation forte,
ont e´te´ depuis longtemps discute´es pour les groupes line´aires connexes, leurs
espaces homoge`nes, et certaines varie´te´s rationnellement connexes. Cette e´tude
va de pair avec celle du principe local-global pour l’existence de points ration-
nels, resp. de points entiers. Sur un corps de nombres, on sait qu’une condition
ne´cessaire pour qu’une varie´te´ lisse satisfasse l’approximation forte est qu’elle
soit ge´ome´triquement simplement connexe (Kneser [9] pour les groupes, Min-
chev [10] en ge´ne´ral).
Depuis une dizaine d’anne´es, les techniques de de´formation de courbes en
ge´ome´trie alge´brique complexe sont applique´es a` l’e´tude de ces questions pour
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les varie´te´s rationnellement connexes de´finies sur un corps K = C(Γ) de fonc-
tions d’une variable sur les complexes, situation a priori plus simple que celle
des varie´te´s sur les corps de nombres. Dans l’article re´cent [1], Chen et Zhu
e´tablissent l’approximation forte sur K pour le comple´mentaire d’hypersur-
faces lisses dans les intersections comple`tes lisses dans un espace projectif,
sous certaines conditions sur les multidegre´s.
Un cas tre`s particulier de leurs re´sultats est celui des quadriques affines
d’e´quation
∑n
i=1 aix
2
i = b, avec les ai et b dans K
∗ et n ≥ 4, pour lesquelles
ils e´tablissent l’approximation forte, et en particulier un principe local-global
pour les points entiers, analogues d’un re´sultat de M. Kneser sur les corps de
nombres.
Pour les espaces homoge`nes de groupes line´aires connexes sur K = C(Γ),
avec P. Gille nous avons e´tabli l’approximation faible [2]. Un the´ore`me de
Harder [7] donne l’approximation forte (en dehors d’un ensemble fini non vide
de places) pour les groupes semi-simples simplement connexes. La question ne
semble pas avoir e´te´ e´tudie´e pour les autres groupes line´aires et leurs espaces
homoge`nes.
Dans cette note, je remarque que pourK = C(Γ) l’approximation forte hors
d’un ensemble fini non vide de places vaut pour tout K-groupe semisimple
et plus ge´ne´ralement pour tout espace homoge`ne d’un K-groupe semi-simple
(The´ore`me 3.6). La de´monstration combine le the´ore`me de Harder avec un
the´ore`me (The´ore`me 3.5) dont la de´monstration e´tait de´ja` essentiellement dans
[2], et qui repose sur le the´ore`me d’existence de Riemann.
Dans le cas particulier des quadriques affines mentionne´ ci-dessus, ceci donne
l’approximation forte et le principe local-global pour les points entiers pour
n ≥ 3 (Corollaire 3.9, dont la de´monstration n’utilise que le the´ore`me de
Harder).
On voit par contre facilement que l’approximation forte est en de´faut pour
le groupe multiplicatif Gm,K .
2. L’approximation forte, le cas de l’espace affine
Soit T un sche´ma de Dedekind inte`gre, de corps des fractions K. Pour P
point ferme´ de T on note RP le comple´te´ de l’anneau local de T en P et KP
le corps des fractions de RP . On note AK l’anneau des ade`les de K. Pour
S ⊂ T un ensemble fini, on note ASK l’anneau des ade`les hors de S. Soit X
une K-varie´te´ lisse. Pour tout point ferme´ P ∈ T , on munit X(KP ) de la
topologie de´finie par celle de KP . On note X(AK) l’espace topologique des
points ade`liques de X, et pour S ⊂ T un ensemble fini, X(ASK) l’espace des
points ade´liques hors de S.
3Pour S ⊂ T un ensemble fini, on dit que la K-varie´te´ X satisfait l’approxi-
mation forte sur T hors de S si l’image diagonale de X(K) est dense dans la
projection sur X(ASK) de X(AK). En d’autres termes, si X(AK) est non vide,
alors X(K) est non vide et son image diagonale dans X(ASK) est dense. Si la
proprie´te´ vaut pour S = ∅, on dit que X satisfait l’approximation forte sur T .
Si laK-varie´te´ X satisfait l’approximation forte hors de S, alors elle satisfait
l’approximation forte hors de tout ensemble fini S′ contenant S.
Lemme 2.1. — Soient X et Y deux K-varie´te´s lisses ge´ome´triquement
inte`gres. si l’approximation forte hors d’un ensemble fini S ⊂ T vaut pour
la K-varie´te´ X et la K-varie´te´ Y , alors elle vaut hors de S ⊂ T pour la
K-varie´te´ X ×K Y .
De´monstration. — Ceci re´sulte simplement du fait suivant : Pour P point
ferme´ de T , tout voisinage ouvert d’un KP -point (M,N) ∈ (X ×K Y )(KP )
contient un voisinage ouvert de (M,N) produit d’un voisinage ouvert de M ∈
X(KP ) par un voisinage ouvert de N ∈ Y (KP ). 
On a aussi une version “tordue” du lemme pre´ce´dent.
Lemme 2.2. — Soit T1/T un reveˆtement fini de sche´mas de Dedekind
inte`gres tel que l’extension correspondante de corps des fractions L/K soit
se´parable. Soit X une L-varie´te´. Soit S ⊂ T un ensemble fini et S1 ⊂ T1 son
image re´ciproque. Si une L-varie´te´ lisse ge´ome´triquement inte`gre X satisfait
l’approximation forte sur T1 hors de S1 alors la K-varie´te´ descendue a` la
Weil RL/KX satisfait l’approximation forte sur T hors de S.
3. L’approximation forte pour les groupes semi-simples et leurs
espaces homoge`nes
On a le the´ore`me d’approximation forte ge´ne´ral suivant, duˆ a` P. Gille [5,
Corollaire 5.11].
The´ore`me 3.1. — Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des
fractions et G un K-groupe semi-simple simplement connexe absolument
presque K-simple K-isotrope. Supposons la K-varie´te´ G K-rationnelle, ou
plus ge´ne´ralement re´tracte rationnelle. Alors l’approximation forte sur Spec A
vaut pour G.
En utilisant le lemme 2.2, on voit que la conclusion vaut aussi pour toute
restriction a` la Weil d’un tel groupe de´fini sur une extension finie de K, et
ensuite pour tout produit sur K de tels groupes.
Tout K-groupe semi-simple simplement connexe quasi-de´ploye´ est produit
de groupes du type ci-dessus : le tore maximal d’un sous-groupe de Borel d’un
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K-groupe semi-simple simplement connexe quasi-de´ploye´ est un K-tore quasi-
trivial, et tout groupe simple quasi-de´ploye´ est isotrope [14, Thm. 1.1]). Le
the´ore`me 3.1 a donc comme conse´quence l’e´nonce´ suivant, duˆ a` Harder [7,
Satz 2.2.1], et qui suffit aux besoins du pre´sent article.
The´ore`me 3.2. — Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des frac-
tions et G un K-groupe semi-simple simplement connexe quasi-de´ploye´. Alors
l’approximation forte sur Spec A vaut pour G.
Corollaire 3.3. — Soit Γ une courbe connexe, projective et lisse sur C, soit
K = C(Γ). L’approximation forte hors de tout ensemble fini non vide S ⊂
Γ(C) vaut pour tout K-groupe semi-simple simplement connexe G.
De´monstration. — Le corps K = C(Γ) e´tant un corps C1 (Tsen), tout K-
groupe G est quasi-de´ploye´. (Springer [13, Prop. 1.1, Prop. 1.2] ; voir [12,
III.2.3] pour le cas ge´ne´ral de la conjecture I de Serre, e´tabli par Steinberg).
Le the´ore`me 3.2 s’applique donc a` l’ouvert affine Γ \S, qui est le spectre d’un
anneau de Dedekind, et e´tablit le re´sultat pour G. 
Proposition 3.4. — (i) Soit F = C((t)). Pour tout module galoisien fini µ
sur F , de dual le module galoisien fini µˆ = HomZ(µ,Q/Z(1)), l’accouplement
e´vident
H1(F, µ)× µˆ(F )→ H1(F,Q/Z(1)) = Q/Z
est une dualite´ parfaite de groupes finis.
(ii) Soit Γ une courbe connexe, projective et lisse sur C, et soit K = C(Γ).
Pour tout module galoisien fini µ sur F , de dual µˆ = HomZ(µ,Q/Z(1)), on a
une suite exacte naturelle
H1(K,µ)→
⊕
P∈Γ(C)
H1(KP , µ)→ Hom(µˆ(K),Q/Z)→ 0,
chaque application H1(KP , µ)→ Hom(µˆ(K),Q/Z) e´tant donne´e par la fle`che
compose´e H1(KP , µ) → Hom(µˆ(KP ),Q/Z) → Hom(µˆ(K),Q/Z) et e´tant en
particulier surjective.
(iii) Soit S ⊂ Γ(C) un ensemble non vide, et soit µ comme ci-dessus. L’ap-
plication diagonale
H1(K,µ)→
⊕
P /∈S
H1(KP , µ)
est surjective.
De´monstration. — L’e´nonce´ (i) re´sulte simplement du fait que le groupe de
Galois absolu de C((t)) est Zˆ (Puiseux), engendre´ topologiquement par un
e´le´ment σ, donc que H1(F, µ) = µ/(1 − σ)µ.
5Pour µ = µn le groupe constant de´fini par les racines n-ie`mes de l’unite´,
l’e´nonce´ (ii) re´sulte, via la suite de Kummer, du fait que le groupe desC-points
de la jacobienne de Γ est divisible.
Pour µ quelconque, l’e´nonce´ (ii) est un the´ore`me de type Poitou-Tate qui ne
semble pas avoir e´te´ explicite´ dans la litte´rature classique. C’est maintenant
le cas le plus simple (d = −1) d’un the´ore`me d’Izquierdo sur les courbes sur
les corps d-locaux (Izquierdo [8, Thm. 2.7]), e´tendant des re´sultats sur les
cas d = 0 [3] et d = 1 [6, §2]. Nous laissons au lecteur le soin d’adapter les
arguments de ces articles au cas plus simple ici conside´re´.
L’e´nonce´ (iii) re´sulte de l’e´nonce´ (ii). 
L’e´nonce´ (iii) est un cas particulier de l’e´nonce´ suivant, qui seul sera utilise´
pour la de´monstration du the´ore`me 3.6.
The´ore`me 3.5. — Soit Γ une courbe connexe, projective et lisse sur C, et
soit K = C(Γ). Soit S ⊂ Γ(C) fini non vide. Pour tout K-groupe line´aire G,
l’application diagonale
H1(K,G) → ⊕P /∈SH
1(KP , G)
est surjective.
De´monstration. — La somme directe de´signe ici le sous-ensemble du produit
des ensembles pointe´s H1(KP , G) forme´ des e´le´ments {ξP } avec ξP = 1 pour
presque tout point P . Soit {ξP } ∈ ⊕P /∈SH
1(KP , G). Il suffit de suivre la
de´monstration du the´ore`me 4.2 de [2]. On commence par se re´duire au cas ou` G
est unK-groupe fini. On peut supposer que S est re´duit a` un seul point P0. On
choisit ensuite un ensemble fini T ⊂ Γ(C), contenant P0, de comple´mentaire
U ⊂ Γ tel que G/K s’e´tende en un U -sche´ma en groupes fini e´tale G sur U , et
que ξP = 1 pour P /∈ U . On conside`re ensuite l’extension L/K maximale non
ramifie´e en dehors de T . La de´monstration de [2, Thm. 4.2], qui repose sur le
the´ore`me d’existence de Riemann, produit η ∈ H1(L/K,G(L)) ⊂ H1(K,G)
d’image ξP pour P ∈ T \ {P0}. Pour P /∈ T , l’image de η est 1 ∈ H
1(KP , G),
puisque η est dans l’image de H1e´t(U,G). 
The´ore`me 3.6. — Soit Γ une courbe connexe, projective et lisse sur C, et
soit K = C(Γ). L’approximation forte hors de tout ensemble fini non vide
S ⊂ Γ(C) vaut pour tout espace homoge`ne d’un K-groupe semi-simple G.
De´monstration. — Soit X un tel espace homoge`ne. Comme on n’a fait aucune
hypothe`se sur les stabilisateurs ge´ome´triques, on peut supposer G simplement
connexe. On sait que l’on a X(K) 6= ∅. On a donc X = G/H pour H ⊂ G un
K-sous-groupe ferme´. Comme G est line´aire connexe, les ensembles H1(K,G)
et H1(KP , G) sont re´duits chacun a` un point. On a des suites exactes d’en-
sembles pointe´s ([12, I.5.4, Prop. 36 et Cor. 1]) :
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G(K) −→ X(K) −→ H1(K,H) −→ 1y
y
y
G(AP0K ) −→ X(A
P0
K ) −→ ⊕P 6=P0H
1(KP ,H) −→ 1.
Le the´ore`me 3.5, une chasse au diagramme et le corollaire 3.3 (approximation
forte pour G semi-simple simplement connexe) donnent alors l’approximation
forte pour X hors de la place P0. 
Remarque 3.7. — Le the´ore`me 3.3 et la proposition 3.4 suffisent a` e´tablir le
the´ore`me 3.6 pour les espaces homoge`nes X = G/H dans les cas suivants :
(i) X = G avec G semi-simple, et plus ge´ne´ralement :
(ii) X = G/A avec G semi-simple simplement connexe et A sous-K-groupe
abe´lien fini.
(iii) G semi-simple et H connexe.
Remarque 3.8. — Sur un corps de nombres, un groupe non simplement
connexe ne saurait satisfaire l’approximation forte hors d’un nombre fini de
places (Kneser [9]). Plus ge´ne´ralement, Minchev [10] a montre´ que si une
varie´te´ normale sur un corps de nombres satisfait l’approximation forte hors
d’un nombre fini de places, alors elle est ge´ome´triquement simplement connexe.
La situation sur K = C(Γ) est diffe´rente, comme l’ont de´ja` remarque´ Chen et
Zhu [1, Cor. 1.5 et §5].
Pour n ≥ 4, l’e´nonce´ suivant est un cas particulier d’un re´sultat de Chen et
Zhu [1, Thm. 1.4].
Corollaire 3.9. — Soit Γ une courbe connexe, projective et lisse sur C, soit
K = C(Γ) et soit S ⊂ Γ(C) fini non vide. Soient n ≥ 3 et q(x1, . . . , xn) une
forme quadratique non de´ge´ne´re´e sur K. Soit b ∈ K∗. L’approximation forte
hors de S vaut pour la quadrique affine d’e´quation q(x1, . . . , xn) = b.
De´monstration. — Comme il est bien connu (cf. [4, §5]), la quadrique affine
sur K = C(t) donne´e par l’e´quation q(x1, . . . , xn) = b pour n ≥ 2 posse`de
un K-point et pour n ≥ 3 peut s’e´crire, apre`s choix d’un K-point, comme
quotient du groupe des spineurs de la forme quadratique q par un K-groupe
line´aire connexe (tore pour n = 3, groupe semi-simple simplement connexe
pour n ≥ 4). L’e´nonce´ est alors un cas particulier du the´ore`me 3.6 – pour G
semi-simple simplement connexe et H connexe, si bien que le re´sultat ici est
une conse´quence directe du the´ore`me de Harder. 
7Corollaire 3.10. — Soient n ≥ 3 et b1(t), . . . , bn(t) ∈ C[t] des e´le´ments non
nuls. Pour b(t) ∈ C[t], l’e´quation
n∑
i=1
ai(t)xi(t)
2 = b(t)
a des solutions avec xi(t) ∈ C[t] si et seulement si elle a des solutions modulo
toute puissance de
∏n
i=1 ai(t).
Remarque 3.11. — Sur un corps de nombres totalement imaginaire, pour
une quadrique affine d’e´quation q(x1, . . . , xn) = b, avec q forme quadratique
non de´ge´ne´re´e et b ∈ k∗, l’approximation forte vaut si n ≥ 4, mais ne vaut pas
en ge´ne´ral pour n = 3 (cf. [4]).
The´ore`me 3.12. — Soit Γ une courbe connexe, projective et lisse sur C,
soit K = C(Γ) et soit P0 ∈ Γ(C). Soit G un K-groupe line´aire. Soit X une
K-varie´te´ lisse ge´ome´triquement inte`gre et Y → X un torseur sur X sous le
K-groupe G. Si pour tout 1-cocycle ζ ∈ Z1(K,G), l’espace total du torseur
tordu Y ζ satisfait l’approximation forte hors de P0 et satisfait Y
ζ(KP0) 6= ∅,
alors X satisfait l’approximation forte hors de S.
De´monstration. — Ceci se de´duit du the´ore`me 3.5 par le meˆme argument que
pour le the´ore`me 3.6. 
Pour n ≥ 3, le corollaire suivant est un cas particulier de [1, Cor. 1.5].
Corollaire 3.13. — Soit Γ une courbe connexe, projective et lisse sur C, et
soit K = C(Γ). Soient n ≥ 2 un entier et q(x0, . . . , xn) une forme quadratique
non de´ge´ne´re´e sur K. Soit X le comple´mentaire de la quadrique q = 0 dans
Pn. Pour tout ensemble fini non vide S ⊂ Γ(C), l’approximation forte hors
de S vaut pour X.
De´monstration. — Soit Y ⊂ An+1K la quadrique d’e´quation q(x0, . . . , xn) = 1.
La projection Y → X fait de Y un torseur sur X sous le groupe µ2. On a
H1(K,µ2) = K
∗/K∗2, tout torseur tordu de Y → X a son espace total de´fini
par une e´quation q(x0, . . . , xn) = c pour c ∈ K
∗ convenable. Le corollaire 3.9
et le the´ore`me 3.12 donnent le re´sultat. 
Remarque 3.14. — Dans le cas µ = µd, le groupe des racines d-ie`mes de
l’unite´, l’argument donne´ au the´ore`me 3.12 est tre`s proche de celui utilise´ dans
[1, §5] pour passer de l’approximation forte hors de P0 sur les hypersurfaces
affines lisses d’e´quation f(x0, . . . , xn) = c, avec c 6= 0 et f homoge`ne de degre´
d non singulie`re, (approximation forte e´tablie dans [1] pour d2 ≤ n + 1) a`
l’approximation forte pour les ouverts de PnK d’e´quation f(x0, . . . , xn) 6= 0.
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4. L’approximation forte ne vaut pas pour les tores
Proposition 4.1. — Pour K = C(P1) = C(t), pour tout ensemble fini S
de points de P1(C), l’approximation forte hors de S est en de´faut pour la
K-varie´te´ Gm,K .
De´monstration. — Pour P ∈ P1(C), notons UP ⊂ K
∗
P le groupe des unite´s.
On peut supposer que S consiste en les points t = e1, . . . , en,∞. Le groupe
M intersection de K∗ et de
∏
P /∈S UP est forme´ des e´le´ments de la forme
c.
∏n
i=1(t − ei)
ni avec c ∈ C∗ et les ni ∈ Z. Fixons a, b ∈ C distincts et
distincts des ei. SiK
∗ e´tait dense dans
∏
P /∈S UP l’image deM par l’e´valuation
simultane´e en a et b serait e´gale a` C∗ ×C∗. Prenant le quotient sur les deux
facteurs, ceci impliquerait que tout e´le´ment de C∗ appartient au sous-groupe
engendre´ par les (a− ei)/(b − ei), i = 1, . . . , n, donc que C
∗ serait un groupe
de type fini. 
La proposition montre que l’approximation forte sur C[t] ne vaut pas pour
une e´quation xy = 1 sur K = C(t). La condition n ≥ 3 dans le corollaire 3.10
est donc ne´cessaire.
On peut aussi donner un un contre-exemple au principe local-global pour
les solutions dans C[t] d’une e´quation
a(t)x2 + b(t)y2 = c(t)
avec a(t), b(t), c(t) ∈ C[t] non nuls. L’exemple suivant m’a e´te´ communique´
par D. Izquierdo :
(t+ 1)x2 + t2y2 = 1.
Le lemme de Hensel donne des solutions dans tous les comple´te´s de C[t] en
les points de A1(C), et il y a une solution dans C(t) par le the´ore`me de Tsen.
Mais il n’y a pas de solution avec x, y ∈ C[t]. C’est clair si x = 0, et si x 6= 0 le
polynoˆme (t+ 1)x2 est de degre´ impair et le polynoˆme t2y2 est de degre´ pair,
leur somme ne peut eˆtre une constante.
Remarque 4.2. — Dans [2, §3] nous avons donne´ un contre-exemple a` l’ap-
proximation faible pour une surface d’Enriques X/C(t). L’obstruction uti-
lise´e est une obstruction de re´ciprocite´ associe´e a` un e´le´ment de H1e´t(X,Z/2).
Comme X est projective, cela donne imme´diatement un contre-exemple a` l’ap-
proximation forte en dehors d’ensembles finis de places de K.
La situation est la` tre`s diffe´rente de celle d’une isoge´nie de groupes line´aires
connexes, comme discute´e dans la de´monstration du the´ore`me 3.6. Dans [2,
§3], on a un Z/2-torseur Y → X, de´finissant pour tout point P une application
X(KP ) → H
1(KP ,Z/2). Pour presque tout point P , cette application a son
image re´duite a` ze´ro. Si par contre on conside`re une isoge´nie
1→ µ→ G˜→ G→ 1
9avec G˜ et G des K-groupes line´aires connexes, pour tout point P l’application
associe´e G(KP )→ H
1(KP , µ) est surjective.
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